Lycée Louis Vincent TSI1 - 2025/2026
C. Scholl Mathématiques

Feuille d’exercices n°4 - Correction

Calcul algébrique

Propriétés de > et de [] (b) faux

(c) vrai

Exercice 1. Soient (ai)i<k<n, (bk)1<k<n €t (2ij)1<i<m trois familles de (d) faux
1<g<n

nombres complexes, A € C et p € N. 2. (a) faux

1. Les relations suivantes sont-elles vraies ou fausses en général ? (b) vrai

(c) faux

(a) Z ak + bi) = Z ag + Z b, (d) vrai
k=1

S (5] (50). s a1
0 n = . R

c) Z)\akZ)\Zak, 4. fauxcarH217éZH1
k=1 k=1

i=1 j=1 j=1i=1
n p n
d) (Z ak> = Z ay.
k=1 k=1

Sommes
2. Reprendre la question précédente en remplagant tous les ) par
des |].
11 . , Exercice 2. 1. Calculer la somme des n premiers entiers impairs.
3. On suppose que (ag)1<k<n est une famille de réels tels que a > 0
2. Calculer la somme S =1x2+2x34+3x4+---4+(n—1)xn.
pour tout k € {1,...,n}. Transformer Z In (a,). 3. Calculer lasomme T'=1xn+2x(n—1)+---+(n—1)x24+nx1.

k=1

m n n m
4. Est-il vrai que HZZU = ZHZZ‘]‘? n
i=1 j=1 j=1i=1 LS 2k 1) —2Zk: Zl—n
k=1

k=1 k=1

1. (a) vrai 2.



T =1xn+2x(n—1)+---

S =1x242x3+3x4+--+(n—1)xn
:Z(k—l)k
kﬁQ
SNCE
kﬁ?
DMGED
k=1

_y R kz_:
(n+

k=
_ (n— )

)

+(n—1)x2+nx1

:Zn:k(n—l—l—k
(n+1) Zk Zkz?
k=1

+ 1) n(n+1)(2n+1)
6

=(n+1) n(n
nn+1)(n+2)
6

Exercice 3. Calculer les sommes suivantes :

1. 23:2”:1

n=1k=1

10.

n

k=1

2. iik 3. iZn

n=1 k=1 n=1k=1
2016 n
S 2k +1) 5.3 3 6. > (6K +4k+1)
k=1001 k=1
n n

M- IM- 1M i-
-

3

3
Zn:1+2+3:6

n=1

S
Il
—
i
—

3

1+ (142)+ (1+2+3) =10

3
Il
i
i
—

3

n=1+(2+2)+(3+3+3)=14
1k

k1) =25 kS 12D ey,
( 2

=1 k=1 k=1

2016 2016

> 3=3 ) 1=3x(2016— 1001+ 1) = 3048
k=1001 k=1001

(6K% + 4k + 1) _6Zk2+42kz+21

(n + 1)(2n + 1) +_4n(n +1)

2

3
I
Il

—_

o

NE

b
Il
—

=6

n
kzo +1 _
1 n
_eymten
-1-1
0 si n est pair,
—1 sin est impair.

M:

b
Il
—

+n



10.

11.

12.

gt —1
— -1
99—1
= (9" —1
8( )
n n n n
Z(2k+k2+2) => 24> K421
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n
=> 214> K +2) 1
k=0 k=1 k=1
gn+l g n(n+1)(2n+1)
6
n+1

k=2 k=2
R N (k—1)(k+1)
)
_Z In(k — 1) + In(k + 1) — 21n(k))
—Z (In(k —1) —i—Z (In(k +1
ln( ) — 11(11( )+ln(n—|—1) ln( )
n+
ln( o™ )
13 Z(n_k)zzj_n(n;—l)
k=0 j=0
n n+1
14. (k+1):2j:(”+1)2(”+2)
k=0 Jj=1

15.

In(k))
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n
J—1)
-3 (UG- )
j=2
n
3,0 .
- 5(] —J)>
j=2
3 n
)
=52 (" —J)
j=1
3 n n
_ -2
SO
j=1 j=1
_ (n—=1)n(n+1)
B 2
Exercice 4. 1. Déterminer deux réels a et b tels que pour tout
k € N*,
1 a b

RE+D R TRtD

" 1
2. Soit n € N*. En déduire la valeur de ; m

1. Pour tout k£ € N*,

2. Soit n € N*,
St S0 )
— k(k+1) - ko k+1
1
=1- —— (somme télescopique)
_n
Cn+1

Exercice 5. Soit n € N.

1. Simplifier de deux fagons différentes la somme Z ((k+1)* — k?)

k=0
n

et retrouver ainsi I’expression de E k vue en cours.
k=0

n
2. Adapter cette méthode pour retrouver ’expression de Z k2.
k=0

n
1. On note S = Z k. D’une part,
k=0
n
((k+1)*—k*) = (n+1)>— 0% (somme téléscopique)
k=0
=(n+1)>%

D’autre part,

n

«k+U2—W):§i@k+U

k=0 k=0
n



Donc
28+ (n+1)=(n+1)2
= 2S=(n+1)*—(n+1)
=25 =n(n+1)
2
2. On note S’ = ZkQ. D’une part,
k=0
Z ((k+1)* —k*) = (n+1)* (somme téléscopique).
k=0
D’autre part,
S (k41— k) =) (3k* + 3k + 1)
k=0 k=
=3> K +3> k+ ) 1
k=0 k=0 k=0
1
:3S’+3%+(n+1).
Donc
1
38’+3n(n2+)+(n+1) =(n+1)>3
— 65" =2(n+1)*=3n(n+1) —2(n+1)
=65 = (n+1)(2(n+1)*—3n—2)
= 65" = (n+1) (2n* +n)
(n+1) (2n* +n)
r_
= 5 = 6
D’ou
o _ nn+1)2n+1)
5 .

Produits

Exercice 6. Démontrer les égalités suivantes :

—.

n
(2k) = 2"n! 2. []32% =3"2"
k=1 k=1
n n
n(n 2%k + 1
B.H:ck:x(;l) 4.H2k+1—2n+1
k=0 =1
n —1
-1 (n+1) (2n)!
5. = 6. 2k +1) =
= on kUl( U= o
n n n
L[]k =]]2 H = 2"/
k=1 k=1 k=1
n n n
2. H 322 = H H z?)" = 3"
k=1 k=1 k=1
n
ka =20 xal xax? x x--- xz"
k=0
3. — pO+1+2++n
— wzgzok
n(n+1)
= X 2
A ﬁ 2k+1 [l (2k+1) Hk 1(2k;+1) 2n +1
oy 2k =1 [l (2k - 1) (2k +1) 1

TR -1 :HZZQ(kH)Hk:g(
k [Ties
x (n—1)!
0
! " (n T—ﬂl)!

k=2

(n+1)!

2
(n+1)!
2n

=2n+1



n—1 n— n
Izl @k + 1) x [T, (2k)

[l [T, (%)
6. _ (2n)!
[Tiei 2 x IT5i b
~ (2n)!
2n !

Factorielles et coefficients binomiaux

Exercice 7. Montrer sans récurrence que, pour tout n € N*,

ol <pl <L
n—1

Sin=1,onabien 2" <n!l<n

Si n > 2, alors pour tout k € [2,n], on a

2<k<n
Donc
n n n
2= k< T1Tn
k=2 k=2 k=2

c’est-a-dire
ol <pl <L
Ainsi pour tout n € N*, 271 < nl < "L,

Exercice 8. 1. Quel est le coefficient de 28 dans le développement
de (z +2)%, puis de (2% —3)7?
2. Quel est le coefficient de 23y” dans le développement de (2 —y)10?

3. Quel est le coefficient de 2%y dans le développement de
(22 —y)'*7?

(x+2)% =35 (p)a* x 257

Le coefficient de 2% dans le développement de (z + 2)% est

0

Le coefficient de 2% dans le développement de (z? — 3)7 est

()]

2. Le coefficient de 23y” dans le développement de (z — y

est (13()) (-1)7|

3. Le coefficient de 2%7 dans le développement de (22 —y

<163> 2(—1)7|

n

Exercice 9. 1. Z (Z) okgn—k_ (24 3)" =

)10

)13 est

1 sin=0,
0 sin#0.
Exercice 10. Soit n € N*.

—1
1. Soit k € [1,n] . Montrer que k:<:> = n(Z B 1>.

n!
(k—1Dl(n—k)!
(n—1)
(k— 1)l (n—k)!



_ n—1
- k-1
k=1
n—1 n—1
:”Z< 0 )
/=0
B n—1 n—1
(=0
=|pont

Récurrences

Exercice 11. Montrer que, pour tout n € N,

L ZkS ( n—|—1)>

2. Z(—l)ka - (—1)””(n2Jr 2

2
3, H2k+1 @rt1)!

27 n!

0
1
Initialisation Zk3203:0 et <0(0+)

2

0 2
0(0+1
E k:3:< ( ;_ )> et A, est vrale.
0

Hérédité : Soit n € N. On suppose &, vraie et on

n+1 ;
c’est-a-dire Z k3 = <(n+1)(n+2)> .

k=0 2
Z Zk3 n+1

2

1
1. Pour tout n € N, on pose 3%:<<Zk3 < mn + )> >,

> =0, donc

montre &1,

_ (”(”“)> +(nt1)® (dapres Z)

n?(n+1)? +4(n+1)3
_(n+t 1)2(n24—|— 4(n+1))
(n + 1)2(n24+ 4n +4)
_(nt 1)2(n4+ 2)?
2
((n—l— 1)2(n+2)>27

donc &2, 11 est vraie.

~ 3 n(n+1)\’
Conclusion : Pour tout n € N, Z k® = () .

k=0

2
k=0
n
1
. Pour tout n € N, on pose &, : <« Z(—l)kk‘2 = (_1)nn(n2—&—) >.
k=0
0 ’ 0(0+1)
ntialisation : > (<12 = (~1)0 x 0 = 0 et (~1)° 2 5 =



0(0+1 .
0, donc Z = 1)0(2) et A est vraie.
Heredlte Smt n € N. On suppose &, vraie et on montre &, 1,
n+1
+1)(n+2)
_ k 2 1 n+1 (n )
c’est-a-dire Z k ) B
n+1 n
DD =D (DM () (4 1)?
k=0 k=0
= (—1)”n(n;—1) +(=1)""Y(n+1)% (dapres 2,)
_ (_1)n’l’L(’I’L + 1) B 2(” + 1)2
B 2
_ (-1 n+1)(n—2(n+1))
2
_(—1)n (n+1)(—n—2)
2
— (_1)n+1 (TL + 1)(” + 2)
2 )

donc &2, 11 est vraie.

n
1
Conclusion : Pour tout n € N, Z(—l)ka = (—1)"n(n2+ )
k=0
“ (2n + 1)!
. Pour tout n € N, on pose &, : < H(Qk:—i— 1) = o
k=0
0
Initialisation : H(2k +1)=2x0+1=1 et
k=0
0
2-0+1)! 11 C(2:0+1)!
W—T—l, dOIlC kl_[()(2k+1)_20><0' et 9{)
est vraie.

Hérédité : Soit n € N. On suppose &, vraie et on montre &, 1,

n
Conclusion : Pour tout n € N, H(Qk +1)=

n+1

|
c’est-a-dire kl_[O(Qk‘ +1) = m

n+1 n
[J@k+1)=]]@k+1) x (2n+3)
k=0 k=0

_ (Q;Jrn!l)! % (2n + 3)

B (2n + 3)!

2 nl x (2n +2)

B (2n + 3)!

vl x2(n+1)

_ (2n+3)!

Contl (1)

donc &, 41 est vraie.
(2n+1)!

21m nl
k=0



