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Mathématiques

Chapitre 2 : Fonctions usuelles

Un chapitre, un mathématicien

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716)

Philosophe, juriste, diplomate et
mathématicien allemand, Leibniz est
I'une des grandes figures de l’age
classique. Né a Leipzig, il se forme
d’abord en droit et en philoso-
phie, mais développe rapidement une
passion pour les sciences et les
mathématiques.

En parallele a Newton, il met au
point le calcul différentiel et intégral,
en introduisant une notation (dx, dy,
J) qui reste encore aujourd’hui la
plus utilisée.

C’est Leibniz qui, en 1692, emploie
pour la premiere fois le terme < fonc-
tion > pour désigner des grandeurs

associées a une courbe, comme la pente d’'une tangente, ’abscisse ou
I'ordonnée d’un point. Cette idée marque une étape essentielle : elle
amorce la formalisation de la dépendance entre variables, qui sera en-
suite généralisée par Euler et Dirichlet.

1 Fonctions logarithmes

Définition. On appelle logarithme népérien et on note In la pri-
mitive nulle en 1 de la fonction
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Proposition. Pour tout (z,y) € (R**)? et tout n € Z,

In(zy) = In(z) +In(y) In (i) = In(x) — In(y)

In (i) — _ln(x)

In(2™) = nln(z)

Proposition. 1. La fonction In est dérivable et pour tout x € R**,

1
In'(z) = ~.
() =
9. xgrfoo In(z) = +o0 et zli}r(r]l+ In(z) = —c0 .

Proposition. L’équation In(xz) = 1 admet une unique solution notée
e:
In(e) = 1.




Définition. Pour tout a € R*™ \ {1}, on appelle fonction loga-
rithme en base q, la fonction
Yy

log, : R™ — R
In(x) .
In(a)

X —

Pour a = 10, cette fonction est aussi notée Log.

x +— In(x)




2 Fonctions exponentielles

Définition. On appelle fonction exponentielle la réciproque de la
fonction In, et on la note exp . L’image d’un réel x par cette fonction
est notée e* ou exp(z).

Vo € R, In(exp(z)) = =
Vr e RT™,  exp(ln(x)) ==

Proposition. Pour tout (x,y) € R? et tout n € Z,

exp(z +y) = exp(z) exp(y)  exp(z —y) = Zf;ig
exp(—z) = expl@) exp(nz) = (exp(z))"
Y
y=e"
/
0 1 z

Proposition. 1. La fonction exp est dérivable et

pour tout z € R, exp/(z) = exp(x).

9o lim =0 et lim e"=+o0.
o rx——00 r——00

Définition. Soit @ € R™. On appelle fonction exponentielle en
base a la fonction

f: R — R™

z — a® =etn)

Pour tout z € R, f'(z) = In(a)a®.

3 Fonctions puissances

3.1 Exposant entier naturel n

Ce sont les fonctions définies sur R par

fal)=2"=xzx - xu,
—_——

n fols

ou mn est un entier naturel.




Proposition. Pour tout (n,m) € N? et tout (z,y) € R?, on a

n n

@y =a"y" i @ =g

Proposition. Soit n € N. La fonction f, est dérivable et

n—1

pour tout z € R, f!(x) =nx

Remarque. o Lorsque n est pair, la fonction x — z™ est une fonction
paire. Sa courbe représentative est symétrique par rapport a l'axe des
ordonnées.

e Lorsque n est impair, la fonction x — x™ est une fonction impaire. Sa
courbe représentative est symétrique par rapport a ’origine du repere.

3.2 Exposant entier négatif —n

Ce sont les fonctions définies sur R* par :

fonl@)=a "= =

ou mn est un entier naturel.
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Proposition. Pour tout n € N et tout (z,y) € R x R*, on a

;) =5
Yy ym

Proposition. Soit n € N*. La fonction f_, est dérivable et pour

tout x € R* )

:L,nJrl :

fol@) = —na=(D = _p

3.3 Exposant réel a

Ce sont les fonctions définies sur R*™ par

fa(l') — ealnm.

Pour tout a € R et tout z € R*T*, on note z¢ le réel %,

Y

y = x=3/2

Ainsi, par définition méme, on a

Pour tout z € R™ et tout a € R, In(2%) = aln(z),
Pour tout z € R et tout a € R, (e¥)* =e

Proposition. Pour tout (a,b) € R et tout (z,y) € (R™)*, on a

a a+b

(z-y)*=a%-y* ; at=g0.20 et (22)° =290 .




Proposition. Soit a € R. La fonction f, est dérivable et pour tout
reRT™

fi(x) = ax® 1.

4 Fonctions trigonométriques

4.1 Présentation

Soit M un point du cercle C de centre O et de rayon 1. On construit les
points H et K projections orthogonales respectives de M sur les droites
(OA) et (OB), et le point L intersection, si elle existe, de la droite (OM)
et de la perpegdi\culaire a (OA) passant par A. Si z désigne une mesure

de I'angle (0—121, O—]\>4), on sait que

cos(z) = OH sin(z) = OK tan(z) = zg;((z)) = AL
Yy
B
L
M
[ 2
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Remarque. tan(x) existe si et seulement si L existe, c’est-a-dire si et
seulement si M ¢ (OB).

4.2 Représentations graphiques
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4.3 Angles remarquables 4.6 Formulaire

Dans le formulaire qui suit, a et b sont deux réels. On ne s’intéresse
" 0 ™ ™ U ™ T pas aux domaines de définition des fonctions : les formules ne sont donc
6 4 3 2 valables que lorsqu’elles ont un sens.
cos(z) 1 \gg \gi 1 0 1 COSQ((L) + SinQ(a) =1
‘ 1 V2 V3 Formules d’addition
sin(x) 0 5 > > 1 0
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)
tan(z) 0 1 1 V3 X 0 cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
V3 cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

_ tan(a) + tan(b)
4.4 Dérivées tan(a +6) = 1t_t(ar)l(a)ttarz§3)
tan{a —b) = 1+ tan(a) tan(b)

Pour tout = € R,

cos'(xr) = —sin(z) et sin(z) = cos(z) .

Formules de duplication
Pour tout z 6R\{%+k‘7r, k EZ},

cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin?(a)
tan’(z) = —— = 1 +tan?(z) . sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
cos?(2) 2 tan(a)
tan(2 —s—
an(2a) = 1 — tan?(a)
4.5 Propriétés élémentaires
Que l'on retrouve en dessinant simplement un cercle trigonométrique. Formules de factorisation
Pour tout x € R,
cos(p) +cos(q) = 2cos (E5) cos (552)
cos(—x) = cos(x) sin(—xz) = —sin(x) cos(p) — cos(q) = —2sin (E4)sin (252)
cos (5 — x) = sin(z) sin (3 — z) = cos(z) . . W -z
2 2 sin(p) +sin(q) = 2sin (257) cos (E5%)
cos (3 + ) = —sin(x) sin (5 + z) = cos(z) sin(p) — sin(q) = 2cos (M) sin (254
cos (m — ) = — cos(x) sin (m — ) = sin(x) 2 2
cos (m +x) = — cos(z) sin (7 + ) = —sin(z)
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